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高等学校では自然数の 2 乗和や 3乗和の公式を学習する. より一般の n 乗和の公式については, 高等学校では学習しない




校, 数学 I）, いろいろな式（数学 II）, 場合の数と確率（数
学A）, 整数の性質（数学A）, 数列（数学 B）において整
数に関連した美しい理論や考え方を学習する. 特に高等学
校では自然数の和や 2 乗, 3 乗和の公式を学習する. より



















まず, 次のように, 上から m 段目に m 個の数を左から並
べて記載したものは, 高等学校の数学 Aで学習するパスカ
ルの三角形と呼ばれるものである.
１段目に１を記載し, 2  m, 1  k  m に対して, m 段
目の左から k 番目に, “m − 1 段目の左から k − 1 番目と
k 番目の数の和”を記載する. ただし, m− 1 段目の左から
1ファウルハーバーの公式, ベルヌーイの公式とも呼ばれている.
0 番目と m 番目の数は 0 と考える.





1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
この三角形を眺めているといろいろと性質がみえてくる.
例えば, 少し計算すると次のようなことが観察できる.





う. 整数 m, k (ただし, 1  m, 0  k  m とする）に対
して
mCk =異なる m 個のものから k 個選ぶ方法の数
とおく. ただし, 0 個を選ぶ場合には, 「何も選ばない」と
いう状態が存在すると考えて, mC0 = 1 と定義する. 例え
ば, x1, x2, x3 から 1 個選ぶ方法は
{x1}, {x2}, {x3}
の 3通りあるので 3C1 = 3, 2 個選ぶ方法は
{x1, x2}, {x1, x3}, {x2, x3}
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の 3通りあるので 3C3 = 1 である. また
(1 + x1)(1 + x2)(1 + x3)
= 1 + (x1 + x2 + x3) + (x1x2 + x1x3 + x2x3)
+ (x1x2x3) (2.1)
であり, (2.1) において, x1, x2, x3 を x と置きかえると
(1 + x)3 = 3C0 + 3C1x+ 3C2x2 + 3C3x3
となることが分かる. 一般には「二項定理」と呼ばれる公式
(1 + x)m = mC0 + mC1x+ · · ·+ mCmxm
が成り立っている. また, m 個から一つ選び, 残った m− 1
個から一つ選び, . . . , m− k+1 個から一つ選び, 選び出し
た順番による重複分で割るといった考え方から
mCk =





である2. 以降, 0C0 = 1 とおくことにすると3, 二項係数の
すぐに分かる性質としては, m  0, 0  k  m に対して
mC0 = mCm = 1, mCk = mCm−k





3C0 3C1 3C2 3C3
4C0 4C1 4C2 4C3 4C4
5C0 5C1 5C2 5C3 5C4 5C5
6C0 6C1 6C2 6C3 6C4 6C5 6C6
したがって, 冒頭で「観察」したことを数学的に記述する
と次となる.
(1) 0 以上の整数 m に対して
mC0 + mC1 + · · ·+ mCm = 2m.
(2) 0 以上の整数 m, n に対して
mCm+m+1Cm+ · · ·+m+nCm = m+n+1Cm+1.
(1) については, 二項定理において x = 1 とすれば得られ
る等式である. 二項定理を用いなくても, 異なる m 個の
ものから任意個数を取る取り方の方法を考えればすぐに分
かる.
以下, (2) を視覚的に理解するために, 二項係数の意味を
最短路を用いてとらえてみよう.
縦 4, 横 3 の格子
20! = 1 と定義していることに注意.
3これまで, mCk の m は正の整数に対してのみ考えてきた.
A
B
の A から B への最短路4 の数は（合計 7 進むときのどこ
で↑に進むかといったことを考えると）
7C4 =
7 · 6 · 5 · 4
4 · 3 · 2 · 1 = 35.
一般に, 縦 m, 横 n の格子の左下の地点から右上の地点へ
の最短路の数は, m+nCm である. このような最短路を使っ
て二項係数に関連した等式を解釈してみよう.
1. 次の A から B への最短路の中で, 最後に→を利用す
るものは m+n−1Cm 通りあり, 最後に↑を利用するものは
m+n−1Cm−1 通りあるので, 正の整数 m, n に対して






2. 次の A から B への最短路は記述されている n+1 本の
↑の中のどれかを一度だけ必ず通り,左から k+1番目の↑
を利用する最短路は, m+kCm 通りあるので（0  k  n）,
0 以上の整数 m, n に対して
m+n+1Cm+1
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以降, 整数 m,n に対して, 実数 f(k) が定義されていると
き, n  m の場合には






















r=1(k − r + 1)
m!






(k − r + 1) =
∏m+1









(k +m− r) =
∏m+1






















k(k + 1)(k + 2) =





k(k + 1)(k + 2)(k + 3)
=
n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)
5
である. ここで
k4 = k(k + 1)(k + 2)(k + 3)− 6k(k + 1)(k + 2)





n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)
5








n(n+ 1)(2n+ 1)(3n2 + 3n− 1)
30





















































































k=1 s(n, k)x(x+1)(x+2) . . . (x+k−1)で s(n, k)












を満たすものとして a(m, k) を定義し, a(m, k) の表を作
ると下記となる.






































b(m, k) = (m+ 1)a(m, k)
とおき, b(m, k) の表を作成すると
m \ k 0 1 2 3 4 5 6 7




3 0 0 1 2 1





5 0 0 - 12 0
5
2 3 1
















とおき, c(m, k) の表を作成すると次となる.
m \ k 0 1 2 3 4 5 6 7




3 0 0 16
1
2 1



















B0 = 1, B1 = −12 , B2 =
1
6
, B3 = 0,
B4 = − 130 , B5 = 0, B6 =
1
42












いるので, 綺麗な等式とするためにも, (3.4) の両辺から,
















定義 4.1 (ベルヌーイ数). 0以上の整数 n に対して, 次で
帰納的に定まる数 Bn をベルヌーイ数と呼ぶ.




n+1CkBk (n = 1, 2, 3, . . . ).
言い換えると, ベルヌーイ数 Bn は
n∑
k=0
n+1CkBk = 0 (n = 1, 2, 3, . . . ) (4.1)
を満たしている. 例えば, B1, B2, . . . , B12 は次となる.
B0 = 1, B1 = −12 , B2 =
1
6
, B3 = 0, B4 = − 130 ,
B5 = 0, B6 =
1
42
, B7 = 0, B8 = − 130 ,
B9 = 0, B10 =
5
66
, B11 = 0, B12 = − 6912730 .
(3.4) の一般化として, 自然数のべき乗和の公式が次のよう
にベルヌーイ数を用いて表示できる.









まず, 次は, (4.1) から容易に得られる.
補題 4.3. n = 0, n = 2, 3, 4, . . . に対して8
n∑
k=0
nCkBk = Bn. (4.3)
7べき乗和の公式の証明には, べき級数展開を利用することが多いと考
えられる. なお, 証明方針の概要については, 付録で述べる.
8n = 1 では成立しないことに注意.
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7べき乗和の公式の証明には, べき級数展開を利用することが多いと考
えられる. なお, 証明方針の概要については, 付録で述べる.
8n = 1 では成立しないことに注意.
Proof. (4.1) の両辺に Bn+1(= n+1Cn+1Bn+1) を足すと
n+1∑
k=0
n+1CkBk = Bn+1 (n = 1, 2, 3, . . . ).
n+ 1 を n と置き換えると
n∑
k=0
nCkBk = Bn (n = 2, 3, 4, . . . ). (4.4)











B0(x) = 1, B1(x) = x− 12 ,
B2(x) = x2 − x+ 16 ,





B4(x) = x4 − 2x3 + x2 − 130
である. (4.3) から次が直ちに成立する.
系 4.5. n = 0, n = 2, 3, 4, . . . に対して
Bn(1) = Bn. (4.6)
Proof. (4.5) に x = 1 を代入した式と (4.3) を比較するこ
とにより得られる.
Bn(x) に対して次が成立する.
補題 4.6. (i) 0  m  n を満たす整数 m,n に対して
n∑
k=m
kCm · nCkBn−k = nCmBn−m(1). (4.7)
(ii) 自然数 n に対して
Bn(x+ 1)−Bn(x) = nxn−1. (4.8)
Proof. (i) まず, 0  k  n −m となる整数 k に対して,
直接の計算により




n−kCm · nCkBkxn−m−k = nCmBn−m(x).
(4.9)
(4.9) の x に 1 を代入すると
n−m∑
k=0
n−kCm · nCkBk = nCmBn−m(1). (4.10)
(4.10) の左辺の k を n− k と置き換えると
n∑
k=m
kCm · nCkBn−k = nCmBn−m(1)



































B1(1) = B0 +B1 = 1 +B1 であることから
= Bn(x) + nxn−1
となり成立する.
以上の準備のもとで定理 4.2 の証明を行う.












































































ここで, B′n(x) を, n = 1, 2, 3 に対して計算すると
B′1(x) = B0 = B0(x),
B′2(x) = 2(B0x+B1) = 2B1(x),
B′3(x) = 3(B0x
2 + 2B1x+B2) = 3B2(x)
であり, 一般に次が成立する.

























































であり, S1(n), S2(n) を用いると
S3(n) = S1(n)2,








(1− 6S1(n) + 12S1(n)2)
とも表せる. 本節の冒頭の「観察」を証明するためには,
Sm(n) の S1(n) と S2(n) を用いた表示がわかるとよい.
実際, 次の成立が示せる9.
命題 5.1. m  1 に対して, 次を満たす x を変数とする
有理数係数の多項式 F (x), G(x) が存在する.
S2m+1(n) = S1(n)2F (S1(n)), (5.1)
S2m(n) = S2(n)G(S1(n)). (5.2)
命題 5.1 の証明の前に補題を一つ示そう.















k=0 (2mC2k−1 + 2m+1C2k)S2(k+m)(n)




k=0 (2m−1C2k + 2mC2k+1)S2(k+m)(n)
3 · 22m−2 . (5.6)
Proof. (i) m  1 に対して, まず, 二項定理から













補題  4.8 (=補題  4.6の (4.8)). 自然数  n に対して
9この公式もファウルハーバーの公式と呼ぶようであるが, 証明を最初
に与えたのはヤコビのようである  (cf.  [1]).
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となることが容易にわかる. (5.7) において, m が奇数と偶
数の場合に分けて計算すると, m  1 に対して







































となり成立する. (ii) m  1 に対して, 二項定理と (2.2) を
利用すると




k=0 (1 + (−1)m−k) (mCk−1 + m+1Ck)nk
3 · 2m
となり10, 後は (i) と同様に証明できるので略とする.












とおくと, a(m)k , b
(m)






























0 S5(n) + a
(3)





0 S7(n) + b
(3)
1 S9(n) + b
(3)
2 S11(n).
10ただし, mC−1 = 0 とする.
したがって,詳細は略とするが, mについての帰納法で (5.1)













とおくと, c(m)k , d
(m)














したがって, 後は, (5.1) と同様に m についての帰納法で,
(5.2) を示すことができる.
A 付録
本節で述べる証明法は, 第 4 節で述べた証明法と異なり,
高校の学習内容を超える知識を必要とするものであるが,
よく利用されている証明法であり, 参考のためにここに記
載しておく. なお, 以下のべき級数は, 形式的べき級数と考
え, 収束性については言及しない.
まず, 次の成立を確認しよう.













ex − 1 (A.2)










































とおくと b1 = −B1 = 12 , bn = Bn (n = 0, n = 2, 3, 4, . . . )
である. この bn もベルヌーイ数と呼ばれる場合がある.
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次に (5.1) を示そう. まず, i を虚数単位とし, 等式 (A.1)













(einx − 1)(e−ix − 1)
(eix − 1)(e−ix − 1) =










sinnx− sin (n+ 1)x+ sinx
2(1− cosx)
和積の公式と 2 倍角の公式を利用し, x2 = t と置き換え
ると











が得られる. ここで, n(n + 1) = v とおくと, 任意の自然
数 k に対して整数係数の多項式 gk(x) が存在して




























t2k − 2vt sin t





































であることから, 有理数係数の多項式 F (x) が存在して








cosnx− cos(n+ 1)x+ cosx− 1
2(1− cosx)
和積の公式と 2 倍角の公式を利用し, x2 = t と置き換え
ると
=
sin(2n+ 1)t− sin t
2 sin t
となる. ここで, n(n + 1) = v, n(n + 1)(2n + 1) = u と
おくと, 任意の 0 以上の整数 k に対して整数係数の多項式
fk(x) が存在して
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